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半円管入口の層流境界層
葦埜 勲・ 71<島滋男
Laminar Boundary Layer in the Entrance Region of a Conduit with 
Semi-Circular Cross Section 
Isao ASHINO， Shigeo MIZUSHlMA 
(Received 16 September 1965) 
It is very difficult to find the entrance region of a conduit with semi-circular cross 
section. The authors treated this problem and found the following approximate solution. 
Provided that the thickness of the boundary layer increased uniformly from the 
entire entrance section of a conduit， the velocity at the central portion was ca1culated. 
Regarding this velocity as that of main f1ow， the authors calculated the thickness of 
the boundary layers of the circular arching wall and of the f1at plate wall， on the 
symmetric plane of the semi-circular pipe. The velocity at the central portion was 
corrected so that the velocity at the position where these two boundary layers met 
may be maximum. As the result of the repetition of such procedure， the position 
where the boundary layers developed from both walls met was found to be agreed 
with the position of the maximum velocity in the previous paper in the case of a 
steady f1ow. It was also found that the profile of the velocity distribution was quite 
similar to that of the exact solution. 
The calulated entrance distance was 
x = O.O~町a2Um/ν
This value， however， does not mean that the entrance region finish completely at 
this distance. 
1 宮えがき
円管内の層流助走区間の問題は古くから Boussinesq1) ， Schi1ler2) ， Goldstein 3)等によって調
べられているo しかし円菅以外の場合は解析が困難なため余り取上げられていなし、。著者は前報
告()において，アーチ形断面をなす直管内の定常流れにおける層流の速度分布，流量を与える公式
を示した。本報告においては半円形断面をなす直管の入口助走区聞の問題を取扱った。しかし厳密
に解くことはできないので管の対称商において，円弧壁面と平面壁画とから境界層が発達し，その
合致するところまでをもって助走区間とした。境界層内の速度分布は Schillerと同様に簡単な二
次式と仮定して円弧壁面と平面壁画とよりの境界層運動量方程式を解いた。枝の部分の流速につい
ては管入口から境界層が周囲一様に厚さを増すと仮定して求めた。こうして両壁面からの境界層の
合致するところに最大流速がくるように核の流速を補正して，再び同じことを繰返した。その結果
は壁面から発達する境界層の合致する位置が前報告の定常流れの解の最大流速の位置と一致し，速
度分布もそれにかなり近い形状をしていることがわかった。助走区閣の値については実験の結果を
待たねばならないがかなりの正確度が期待できると考えられる。
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2記号
p 管内圧力
po :半円管入口の圧力
a 円管の半径
U 速度の x方向の成分
U飢:管内の平均流速
Ul 境界層外の管の中JU部分の速度
v 速度の y方向の成分
x 管入口より軸方向への距離
y :管壁よりの距離
o :境界層厚さ
μ:粘度
ν:動粘度
ρ:密度
目:管壁におけるせん断応力
守:=yjo 
ε: =o/a 
3 運動量方程式
非圧縮性の流体が一様な速度 Umで流入する円管内の境界層を考えると管入口では境界層厚さは
零であるが， しだいに発達してついに管の中心部分で合致して o=aになるo境界層内の流体の運
動方程式は。U I ~~ 8u 1 8p I •. 1 8 J / ~ _."¥ 8u L -一+v一一一一一一+ν一一一=-.~(a-y)一ート8x t . 8y - (J 8x I " a -y 8y t ¥，u. J / 8y J 
で与えられ，また連続の式は
8u. 1 8 百一+て一一五一 {(a-y)v}=0 ・H ・-…(2)ax は-y ay 
で表わされる。境界層外の管中心部分ではベルヌ戸イの定理により， p+ pu2t!2= Po+ρu2m/2であ
、 ? ? ???，?? 、• • • • • • • • • • • • 
るから圧力こう配は
一立~~fln.~竺Ldx -I"~! dx 
となるo式(劫を積分すると
Ca-y)v=一J:Caー凶器dy
を得る。この式と式(3)を式(1)に代入して， yについて Oより δまで積分すると次式を得る。
-・・・・・・(3)
ro，_ __"¥..J__ __"¥...3__ I dUl ro，_ _"¥.，_ _"¥.-"_ _( 8u ¥ 
dx J 0 (a-y)u(ul-u)dy + ~~-J 0 (a一同(ul-u)dy=吋byjhO 、? ???， ，? 、
この式が円管内境界層の運動量方程式である。
次に平板表面の境界層運動量方程式については式仏)でaを無限大とすると
~ rO ~ò ~一、士， u(ul-u)dy +弓さL ， (ul-u)dy=ν[去さ!
Ulも.， 0 Ulも.， 0 ¥ uy I官=0 ..(劫
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となる。
そこで今の場合，座標ならびに流体速度を第1図のように定め，円弧壁面よりの境界層について
は式(4-)も平板壁面よりの境界層については式(5)を使って解くことにする。
第1図 半円管の断面ならびに対称面における境界層
4 境界層内速度分布
境界層内の速度分布を次の二次式で、仮定するo
ujul=2マーが …..・H ・.(6)
境界条件はy=oすなわち η=0において U=o，y=Oすなわちη=1においてU=Ulであり，式
(酎は明らかに境界条件を満足しているo
次に連続の条件より境界層は管入口より周囲一様に厚さを増すと仮定すれば(第1図断面図書照〉
a 
2 ( 2向苛+(a-什
の関係があるo したがって
。 td.. 、
hZ喜一=Ul¥ vr 2 va2-2a子+(a-y〉(π-sinイユ-::-) ~ 1(2万一ず)dy
~ -Jol -'( ¥弘-vJ ) ) ~ • 
a 
lJ2J) [ 2va2-2王子+(a-y〉(ー in-1( _ y -) i3 l-Y ~ ~~ J I '-~ .1./ t ，. ~... ¥a y J) 
と変形して積分すと次式を得る。
πU冊一 π九 2 C I 1 C2" 4 I 8 (1 -ε)4 _!_-d ε1 一一ー一一一一一一←一一一一一一口ー一2 Ul 2¥.L 3~1 6~) 9εI 45ε6ε.......... "1-ε/ 
/ε7 13 ， 8 ¥ -(一一+一一一 十一一一!〆T二五¥6 '4530ε 4582 ) 
ε=i3ja孟きであるから εのベき級数に展開すると
e・.・'(7)
-・(8)
UJUm= 1 + 1.0911ε十0.811682十0.450983 ….，・H ・.(帥
を得る。ここにε4以上を省略したためにおこる誤差は0.1%以下である。
管内を流体が進むにつれて境界層は厚くなり，中心部分の流体は加速されて Ulが大きくなる。
式(9)により中心の核部分の流速Ulをεの関数として表わすことができるo しかしこれは境界層が
周囲一様に厚さを増すと仮定した場合で、あるから，これを第零次近似とするo
5 運動量方程式の解
円弧壁面よりの境界層についての運動量方程式(4)を無次元化する。ぎ=xνja2u明， 8=o/a，η=y/o
を使って無次元化し，さらに式(6)を代入すると次式を得る。
(子-ttε)ε24(壬)+(会-~go)εft 雲=2 …側
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同様に平面壁よりの境界層運動量方程式(5)については次式を得る。
3 c2 d ( Ul'¥ I 1 (Ul '¥r dε ー吋「ーー一一一一一一10. ~ d，; ¥ U抗 / I 15 ¥ U抗 / '- d，;ーム
式倒に式(的を代入すれば
d~/dε=ε(0..0.666 十0. .3975ε 十0..41388 2十 0. .2668εり
積分して，;=0.で ε=0.とおくと
~c=ε2(0..0.ま担+0..13258十0..10.348 2 十 0..0.53683)
(ここに cは円弧壁面側を示す〉
同様に式(1)に式(9)を代入して計算すれば
ら=ε2(0..0お3+0..1334ε+0..143682十0.0.87283) …-…・・…帥
くここにpは平板壁面側を示す〉
式加p，掛で表わされる境界層が合致する位置を求めると円弧壁よりε=0..51(平面壁よりε=0..49)
であり，む=~c=o..o.347を得る。すなわち ε=0. .51の位置が核の流速の最大になるところであるo し
かるに式(9)の第零次近似ではε=0..5で最大値1.80.48をとるから不都合であるo そこで最大流速の位
置が平面壁より ε=0..49にくるように補正する。いま
ut!Um=( 1 + 1.ω118十0..811682十0..450983)( 1十αε〕・H ・H ・.…ω
とおき， ε=0..49において Ut!u叫=1.80.48の値をとるように係数αを決めると α=0.0.255を得る。
よって式帥は次のようになるo
?? ?
?
? ?
-・・・・・・・・…倒
(Ul!Um)P= 1 + 1.1166ε十0..839482十0..471683
同様に円弧壁よりはε=0..51のとき最大値をとるように補正すると次式を得る。
(ut!u心c=1 +1.0.670.ε+0..78日82+ 0..431383 ….....(1tY 
式伺， U6)を核の部分の流速を示す第一次近似式とする。
核の流速を式(15)，舗として再び運動量式(10)， (1)に代入して積分すると次式を得る。
ら=ε2(0.0.333+0..1365ε十0..139982十0.0.91283 …………納
ι=♂(0..0.お3十0..1221ε+0..099882十0.0.50.6(3) ・・・・……胸
式納，倒で示される境界層の合致する位置を求めると平面板より ε=0..485(円弧壁よりε=0..515)
でら=ι=0.0.340.となるo
再び核の中心部分の最大流速が8=0..485にくるように補正すると次式を得る。
-・・・・・0司
(Ut!u明)p=1 +1.1324ε十0..8570.82十0..482983 -・・・・u功
・・由。(Ul/U心c=1 +1.0.521ε+0..769482十0..420.5♂
これを第二次近似とするo
核の流速を式(叫，由。として再び運動量式制，日1)に代入して積分すると境界層厚さを表わす次式を
得るo
ら=ε2(0..0お3+0..1384ε十0..142882 + 0.0.938(3) ….，・H ・-側
ι=82(0.0.333十0..120.2ε+0..ω7682+ 0.0.492ε勺 …・……・・伺
式伺，仰の境界層の合致するところを求めると，平板壁より ε=0..483でら=乙=0..0.337を得る。
再び核の部分の速度を補正すると
(Ul!Um)p= 1 + 1.13638十0..861482十0..4882ε3
? 、
?， ，
?
?
?
、
(Ul/Um)c= 1 +1.0.490ε十0..766182+0..418183 ……・…ー (却
を得る。これを第三次近似とする。
式側，紳を核の流速として境界層厚さを求めても εの変化は 0..4%程度であるから余り変らない。
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すなわち境界層が合致するのは平面板より ε=0.483 で，管入口より ~=0.0337 のところであるo
察
第2図に管中心部分の核の流速と εとの関係を示してある。第3図に境界層厚さεの計算値を示
してあるo 境界層は平板側より円弧壁側の方が少し)享くなっており，その合致する位置が平板側に
片寄っているのがみられる。次にu/u怖とさとの関係、をy/aをパラメータとして第4図に示してあ
るo実線は平面板よりの，点糠は円弧壁よりの値を示してあるO 全体は円管の場合の傾向と大喪よ
く似ている。第 5 図には ~=0.01， 0.02， 0.0337における速度分布を示しているo
考と果結6 
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第4図 対称面における軸方向の速度分布
た流れにおいては前報告に示したがその結 言 L1.J抑ー 山田『ザー
果も併記してある。これは平面倒により 立
;::J.. 1. 6 
y/a=0.480において u/um=2.06であるo ↑ 
本報で求めた最大流速の位置は y/a=O，4.邸
で十分発達した流れの位置とほぼ一致する
ことがわかる。しかし最大速度の値はまだ
小さい。これはさ=0.0337では助走区聞がま
だ終っていないことを示すものであるo こ
れより先の助走区間については別の解法を
用いねばならないが理論的に予想すること
は甚だ困難である。円管の場合境界層の合
致する位置がさ1ヰ0.0668であり層流助走区
間の終るのがさz=0.26程度であるから，
さ=0.0337における最大速度は utJu隅=
1.805であるO また十分に長い管での発達し
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さd~l宇 4 となり，今り場合もほぼこれと同 第5図 速度分布
程度とみれば層流助走区閣の長さはさキ0.13とみなしうるo 半円形断面の場合には円管の助走区聞
の約%とみてよいようであるo またさ=0.0337の位置の速度分布の形状は発達した流れより小さく
なっていて，一見，連続条件よりみて不都合と考えられるがこれは対称面のみを考えたからで，管
入口から周間一様に境界層が厚さを増していないことを考えると境界層厚さが増すにつれて，中Jl;
部分の涜体はますます加速され核の部分の流速が大きくなることが理解できる。
第6図には管入口からの圧力損失4p=po-pとさrとの関係を示した。参考のため円管の場合の
Schil1erの結果を併記しであるo(横軸にぎFをとったのは円管の場合と同じ表現をとったためで
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1.0 
~'ニx/2mReo である o mは流体平均深さで
あり.Reo=4mum/νはレイノールズ数であ
るo ~とさF との関係は~' =1.3392~ でさ=
0.0337の位置はC'=0.0451となる。〕圧力
損失は円管の場合よりわずか小さくなって
いるのがみられるO また e=O.0451におけ
る圧力こう配は -ap/a~'=35.7(!pu2ρで、あ
り，十分発達した流れでは -ap/a~'= 31.5 
(旬um2)であるから助走区聞が終るまで圧
力変化もゆるやかに変化していくことがわ
泊、るo
? ?
??
??
? ??
。
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第6図圧力分布
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(1) 半円形断面をなす直管の助走区間の層流境界層を Schi1erと同様に境界層内速度分布を二
次式と仮定して境界条件を満たすようにし，中心部の加速が速度分布の形におよぼす影響を考慮し
Tこo
(2) 円弧壁面側と平板壁画側と二つに分けて運動量方程式を解き境界層厚さを求めた。さらに逐
次近似の法で中心部の加速を補正しながら精度を高めたが，予想される境界層厚さは第二近似解の
値の0.4%以内であるo
(3) 本解法では対称、面上で円弧壁面側と平板壁面側とから発達する境界層が合致するのは~=
0.0337のところであり，また最大流速の位置は平板側よりε=0.483となり，十分長い管に発達する
流れの最大流速の位置である ε=0.480に極めて近いことがわかったO
性) ~ =0.0337における速度分布の形状は十分長い管に発達した流れの速度分布形状によく似て
はいるが，まだ発達しきらず助走区間は継続する。これより後は別の解法によらねばならないが，
円管の場合から類推すればさ牛0.13程度と判断される。
(5) 圧力分布は円管の場合の Schi1crの結果からみて十分信頼でき，圧力こう配の値もゆるや
かに変化しながら後方にのびていくことがわか勺た。
なお本研究は昭和40年5月28日， 日本機械学会の新潟地方講演会において発表したものであり，
新潟大学の菱田氏5)の論文を種々参考にさせていただいたことを付記する。
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